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ラグランジュの『解析力学』

18世紀における力学の解析化の頂点
　初版1788年、第２版1811-5年（大幅な改訂）

静力学：仮想速度の原理 (principe des vitesses virtuelles)

　…今日では仮想仕事の原理と呼ばれるもの

動力学：ＰＶＶを運動に拡張して用いる

ラグランジュの力学に関するこれまでの研究では、
ＰＶＶの導入については注目されてこなかった

第１部：静力学 ⇔ 第２部：動力学



  

「仮想速度（仕事）の原理」の歴史

ＰＶＶの歴史についての定説
　・アリストテレス、ヨルダヌス、ガリレオ、デカルト、etc.

　・最初に一般的な形で述べたのはヨハン・ベルヌーイ
…ヴァリニョン宛書簡（1717）；ヴァリニョン 『新しい機械学』（1725）

ラグランジュはベルヌーイが定式化したＰＶＶを利用した

この見方について再考する
　Barroso Filho, La mécanique de Lagrange (Karthala, 1994).
　・形式化という観点からラグランジュの力学の形成を考察



  

本発表の主張

１．ラグランジュのＰＶＶの本質は数学的形式であり、
　それはベルヌーイやヴァリニョンには無い

２．ラグランジュによるＰＶＶの数学的形式化の起源は、
　オイラーの仕事の中に見出せる

※対象とするラグランジュの著作
　・「月の秤動についての研究」（出版1777；執筆1763）

　・「月の秤動の理論」（出版1782）

　・『解析力学』（初版；1788）



  

ラグランジュのＰＶＶ（１）

ＰＶＶの「一般的な」表現

つりあっている系に、小さな運動
（仮想速度）を与えたとするとき、
力と、移動距離の力方向成分とを
かけた量の総和はゼロになる

　Pdp + Qdq + Rdr + … = 0

↑この式がラグランジュの議論の出発点

これは、「通常『仮想速度の原理』と呼ばれているもの
の一般化」である



  

ラグランジュのＰＶＶ（２）

ＰＶＶの「通常の」表現

「力が互いにつりあいをなすとき、それらが加えられて
いる点の、これらの力の方向において測った速度は、
それらの力に逆比例する」

※ダランベールが「つりあいの一般原理」と呼ぶものと同じ
　…ラグランジュもダランベールの『動力学論』（1743; 1758）に言及

「通常の」ＰＶＶは２つの力に関する原理
cf. 「一般的な」ＰＶＶは任意の数の力に適用可能



  

ラグランジュのＰＶＶ（３）

「通常の」ＰＶＶから「一般的な」ＰＶＶを導く

「通常の」ＰＶＶ：力と速度が逆比例

P : Q = dq : -dp ∴ Pdp + Qdq = 0

→ Pdp + Qdq + Rdr + … = 0

「一般的な」ＰＶＶ：力と速度（距離）の積の和がゼロ

ラグランジュは、「通常の」ＰＶＶに数学的形式を与え、
その一般化として、新しい原理を提示している
　…この新しい原理はベルヌーイが述べていた、と解釈



  

ヨハン・ベルヌーイのＰＶＶ

ヴァリニョン宛書簡（1717）での主張

つりあっている系に小さな運動を与えたとき、
それぞれの力の前進／後退を仮想速度と名づけ、
力と仮想速度との積を精力（énergie）と呼ぶ。
このとき、正の精力の和は負の精力の和に等しい。
（正／負は、力と仮想速度とのなす角度で決まる。）

ベルヌーイは言葉で述べただけで、数学的形式も、
この原理の具体的な使い方も示していない



  

ヴァリニョンとＰＶＶ

『新しい機械学』（1725）で
ベルヌーイの主張を証明

ベルヌーイに従って、量を線分で表す

仮想速度： Aa
P, Q の前進・後退： Ap, Aa
精力： P×Ap（正）, Q×Aa（負）

 P×Ap = Q×Aa を幾何学的に証明

　滑車、てこ、ねじといった問題において、個別に例証



  

オイラーの「静止の法則」

オイラーは最小作用の原理に関連して、
「静止の法則」を述べる
　「モーペルテュイ氏の静止と運動の一般原理のあいだの調和」

（1751）

系が静止しているときには，

∫P dp
 の総和が最小である
（P： 物体がある点に向かって引かれる力，
  p： その点から物体までの距離）
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オイラーによる「静止の法則」の利用

∫Pdp + ∫Qdq = (最小)
　→ Pdp + Qdq = 0 ［※］

ここに dq = -dp sinθを代入
　∴Q = P sinθ

オイラーは「静止の法則」から、
静力学の様々な原理が導けることを示す

［※］は「一般的な」ＰＶＶ！
代数的操作は、ラグランジュの議論の本質的なテクニック

「静止の法則」が、ラグランジュのＰＶＶの起源



  

結論：ラグランジュによるＰＶＶの導入（１）

ラグランジュは、「通常の」ＰＶＶとベルヌーイの主張を、
数学的形式によって結びつけた

　「通常の」ＰＶＶ →　Pdp + Qdq = 0
　 　　　　翻訳 ↓

↓証明
　　　　解釈 ↓

　ベルヌーイの主張 ←　Pdp + Qdq + Rdr + … = 0

ＰＶＶの数学的形式がラグランジュの議論の本質
　…ベルヌーイやヴァリニョンには無い



  

結論：ラグランジュによるＰＶＶの導入（２）

ラグランジュのＰＶＶの数学的形式は、
オイラーの「静止の法則」で与えられていた

オイラーは「仮想速度」という言葉を使わず、
　 ベルヌーイにも言及していないが、
　 数学的形式に関してはラグランジュのPVVと同等

ラグランジュはＰＶＶの事例として「静止の法則」にも言及

数学的形式という観点からすれば、
ラグランジュのＰＶＶの起源はオイラーに求めるべき



  

展望・課題

『解析力学』はオイラーの延長線上にある？
　通常は、ダランベールの力学から発展したものとされる

数学的形式が力学にもたらしたもの？
　ラグランジュの力学を、歴史の中にどう位置づけるか
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